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Plan du cours

Introduction, la modélation statistique

Rappels de probabilité

Fonctions usuelles, P, F', f, E, Var

Lois uselles, discetes et continues

Conditionnement, espérance conditionnelle et mélanges
Convergence, approximations et théoremes limites

- Loi(s) des grands nombres

- Théoreme central limite

Rappels de statistique (mathématique)

De la statistique descriptive a la statistique mathématique

Echantillonnage, moyenne et variance

Intervalle de confiance

Introduction aux tests
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échantillon estimation test statistique
{x1, - ,xn} — (/9\”:(/)(371,'--,1'”) — Hy: 00 =k
3 3 }
modele propriétés loi sous Hy de 1,

probabiliste de 'estimateur intervalle de confiance

X; iid. E(6,,) 0o € [a,b]

de loi Fy, Var(6,) avec 95 chances sur 100

ou Fy, € {Fp,0 € O} (asymptotiques ou

distance finie)
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L’espace de probabilité

On suppose étre dans un espace de probabilité (2, A, P).

e () est 'espace fondamental, Q = {w;,7 € I'} est 'ensemble de tous les résultats
possible d’une expérience aléatoire.

o A est la tribu des évenements, ou ’ensemble des parties de €2, i.e. ’ensemble
des éveénements .

e [P est une mesure de probabilité sur €2, i.e.
o P(Q2) =1
o pour tout évenement A de 2, 0 <P(A) <1,
o pour tous Aq,---, A, disjoints (4, N A; =0), P(UA;) = > P(A4;).

Rappelons qu’une variable aléatoire X est une fonction {2 — R.
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Quelques rappels sur les fonctions usuelles

Definition 1. Soit X une variable aléatoire. La fonction de répartition,

cumulative distribution function (cdf) de X est

F(z) =P(X <=x), pour tout x € R.

Formellement, F'(z) = P{w € Q| X (w) < x}).

Notons que

e [ est une fonction croissante sur R,
e lim F(x)=0et lim F(x)=1.

r— — 00 Tr——+00

On dira que X et Y sont égales en loi, X £y s pour tout x

Fx(x)=P(X <z)=PY <z)=Fy(x).

On appelle fonction de survie F(z) =1 — F(z) = P(X > x).
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Sous R, pexp() ou ppois() renvoient les fonctions de répartition des lois
exponentielle (£(1)) et de Poisson.
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FIGURE 1 — Fonction de répartition F'(x) = P(X < x).
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Quelques rappels sur les fonctions usuelles

Definition 2. Soit X une variable aléatoire. La fonction quantile de X est

F~1(p) = inf{x € R tel que F(x) > p}, pour tout p € [0,1].

I I
0.4 0.6

Probabilité p
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Sous R, gexp() ou gpois() renvoient quantiles des lois exponentielle (£(1)) et de

Poisson.
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FIGURE 2 — Fonction quantile Q(p) = F~1(p).
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Quelques rappels sur les fonctions usuelles

Definition 3. Soit X une variable aléatoire. La fonction de densité ou la

fonction de probablité de X est

( dF(x)
dx
P(X = z) dans le cas discret,x € N

= F'(z) dans le cas (abs.) continu,z € R

| dF(z), dans un cas plus général

F' étant croissante, une densité est toujours positive. Dans le cas continu, il est
possible d’avoir f(z) > 1.

Aussi, F(x / f(s)ds dans le cas continu, F'(x Z f(s) dans le cas

discret.
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Sous R, dexp() ou dpois() renvoient les densités des lois exponentielle (£(1)) et de

Poisson.
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FIGURE 4 — Probabilité P(X € [1, 3]).
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Quelques rappels sur les vecteurs aléatoires

Definition 4. Soit Z = (X.,Y') un vecteur aléatoire. La fonction de répartition
de Z est

F(x,y) =P(X <x,Y <vy), pour tout z = (z,y) € R x R.

est

dans le cas continu, z = (xr,y) € R x R

f(z) = f(z,y) = <

P(X =z,Y =vy) dans le cas discret,z = (x,y) € N x N

\
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Quelques concepts sur les vecteurs aléatoires

Etant donné un vecteur aléatoire Z = (X,Y’) de fonction de répartition F' et de
densité f, on peut en déduire les lois marginales de X (ou de Y') en notant
simplement que

Fx(z)=P(X <z)=P(X <z,V <+4+x) = lim F(z,y),

o Y—>00

fx(z)=P(X =2x) = ZP(X =x,Y =y) = Zf(a:,y), dans le cas discret
y=0 y=0

fx(z) = / f(x,y)dy dans le cas continu
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La loi conditionnelle Y |X

De plus, on peut définir loi conditionnelle de Y sachant X = x, dont la fonction

de densité est donnée par la formule de Bayes

P(X =xz,Y =vy)
P(X = x)

f(z,y)

—\y) = , dans le cas continu.
fY|X () fx(x)

dans le cas discret,

P(Y =y|X ==z) =

On peut également considérer la fonction de répartition

7 P(X =2z,Y =t)
PY <y|X =z) = g P(Y =t| X =x2) = g — ) dans le cas discret,

€T 1 xr
Py \x=¢(y) = / fy|x=2(t)dt = / f(x,t)dt, dans le cas continu.
—00 fX (ZC) — 00




ARTHUR CHARPENTIER - RAPPELS DE PROBABILITES & STATISTIQUES

Quelques concepts sur les vecteurs aléatoires

Definition 6. Soient X et Y deux variables aléatoires. On dira que X et Y sont
indépendantes si une des conditions suivantes est satisfaite
o F(x,y) = Fx(x)Fy(y) pour tout x,y, ou
P(X <2,V <y)=P(X <) xP(Y <y),
o f(x,y) = fx(x)fy(y) pour tout x,y, ou
PX=z,Y=y)=PX =2) xP(Y =y),
o Iy x—.(y) = Fy(y) pour tout x,y, ou fy|x—z(y) = fv(y),
o Fxiy=y(y) = Fx(x) pour tout x,y, ou fxjy=y(y) = fx(x).
On notera X L Y pour signifier I'indépendance.
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Etude de I’'indépendance

Les tableaux suivants donnent les valeurs de P(X =Y =)

X=0 X=1 X=0 X=1
Y=0| 015 0.2 0.15 0.1
Y=1]| 045 0.2 045 0.3

Dans les deux cas,
PX=0))=PX=0,Y=0))+P(X=0,Y=1)=0.15+0.45 = 0.6, i.e.
X ~ B(0.4)

Dans le premier cas, X et Y ne sont pas indépendantes, mais le sont dans le
second.
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Notion d’indépendance conditionnelle

On dira que X et Y sont conditionnellement indépendantes sachant Z si pour
tout z tel que P(Z < z) > 0,

PX<2,Y<y|Z=2)=PX<z|Z=2)-PY<y|Z=2)
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Quelques rappels sur les moments

Definition 7. Soit X une variable aléatoire. L’espérance (expected value) de X

est
@)

— 00

x - f(x)dx ou ZI-P(X = )

Definition 8. Soit Z = (X.Y') un vecteur aléatoire. L’espérance de Z est

+ o0

g9(x) - f(z)d.

Notons que si g n’est pas linéaire, E(g(X)) # g(E(X)).
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Quelques rappels sur ’espérance

Proposition 10. Soient X et Y deux variables aléatoires d’espérance finie,
o E(aX + BY) = aE(X) + BE(Y), pour tout «, B, i.e. I’espérance est linéaire,
o E(XY) #E(X) x E(Y) de maniére générale, mais l’égalité est vérifié si

X 1lY.

L’espérance d’une variable aléatoire une un nombre réel.

Exemple Considérons une loi uniforme sur |a, b|, de densité

f(x) = ——1(x € [a, b)),

b_
1 b 1 [22]°
E(X) b—a/xdw:b—a[2]

1 (b—a)la+d) a,+b.

2 2
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Il existe des variables aléatoires dont I’espérance n’existe pas (ou est infinie).

Example 11 (Paradoxe de Saint Peterbrourg). Considérons un jeu de pile ou

face ou les gains sont doublés a chaque lancer, et le jeu est arrété au Ier pile.

E(X) = 1xP(pile au 1er lancer)
+1 x 2 x P(1er pile au 2éme lancer)

+2 x 2 x P(1er pile au 3éme lancer)

+4 x 2 x P(1er pile au 4éme lancer)

+8 x 2 x P(1er pile au 5éme lancer)
+16 x 2 x P(Ier pile au 6éme lancer)

+32 x 2 x P(1er pile au 7éeme lancer) + - - -
1 2 4 8 16 32

s a8 T 6 T2 T T

- = OQ.
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L’espérance conditionnelle
Definition 12. Soient X et Y deux variables aléatoires. L’espérance

conditionnelle (conditional expectation) de Y sachant X = x est [’espérance

associée a la loi conditionnelle Y| X = x,

mwX:@:/

— 00

E(Y|X = z) est donc fonction de x, E(Y|X = x) = p(x). Par abus de notation,
on appellera E(Y | X) la variable aléatoire p(X).

Proposition 13. E(Y|X) étant une variable aléatoire, notons que

E[E(Y|X)] = E(Y).
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Démonstration.
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Quelques rappels sur les moments

Pour travailler sur le moment d’ordre 2, rappelons que

—+ 00

g9(x) - f(z)dx

— OO

+0o0 +00
E(g(X,Y)) = / / 9(z,) - f(z,y)dzdy.

Definition 14. Soit X une variable aléatoire. La variance (variance) de X est

Var(X) = E[(X-E(X))?] = /OO (z—E(X))? f(z)dx ou Z(;C—E(X))Q.P(X

— OO

Une écriture équivalente est Var(X) = E[X?] — (E[X])2

La variance mesure la dispersion des valeurs prises par X autour de E(X), c’est
un nombre réel. /Var(X) est appelé écart-type (standard deviation), ou
volatilité.
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Quelques rappels sur les moments

Definition 15. Soit Z = (X, Y') un vecteur aléatoire. La matrice de

variance-covariance (variance-covariance matrix) de Z est

Var(X)  Cou(X,Y)

varlZ) = Cou(Y, X) Var(Y')

ot Var(X) = E[(X — E(X))?] et

Cou(X,Y) =E[(X —E(X))- (Y —E(Y))] = Cou(Y, X).

Definition 16. Soit Z = (X,Y') un vecteur aléatoire. La corrélation entre X et
Y est

CoX,Y) _ E(X-E(X) (V-EY¥)]
VVar(X) - Var(Y)  E[(X — E(X))?-E[(Y — E(Y))]

corr(X,Y) =
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Quelques rappels sur la variance

Proposition 17. La variance est toujours positive, et Var(X) =0 si et

seulement s1 X est une constante.

Proposition 18. La variance n’est pas lineaire, mazis

Var(aX + BY) = o*Var(X) + 2aBCov(X,Y) + B2 Var(Y).

Une conséquence est que

Var (f: XZ-> = zn: Var (X;)+»  Cov(X;, X;) = zn: Var (X;)+2 ) Cov(X;, X;).

J#1 J>1

Proposition 19. La variance n’est pas linéaire, mais Var(o+ X)) = 32 Var(X).
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Quelques rappels sur la covariance

Proposition 20. Pour toutes variables aléatoires X, X1, Xy et Y,
e Cov(X,Y)=EXY)-EWX)E(Y),
o Cov(aXi+ pXs,Y)=aCov(X1,Y)+ Cou(Xs,Y).

Cov(X,Y) = ) [X(w) —E(X)]- [Y(w) - E(Y)] - P(w)
wel
Un interprétation heuristique d’une covariance positive est qu’il doit y avoir une

majorité d’évenements w pour lesquels
(X (w) —E(X)]-[Y(w) —E(Y)] =20
o X(w)>E(X) et Y(w)>E(Y),ie X et Y prennent ensemble des grandes

valeurs,

o X(w) <E(X)etY(w)<E(Y),ie X etY prennent ensemble des petites
valeurs.

Proposition 21. 51 X et Y sont indépendantes (X 1Y ), alors Cov(X,Y ) =0,

mais la réciproque n’est généralement pas vraie.
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La variance conditionnelle

Definition 22. Soient X et Y deux variables aléatoires. La variance
conditionnelle (conditional variance) de Y sachant X = x est la variance associée
a la loi conditionnelle Y| X = x,

©.@)

Var(v|x =) = [ [y~ E(VIX =) frix=e(u)dy

— OO

Var(Y|X = x) est donc fonction de x, BE(Y|X = z) = y(z). Par abus de

notation, on appellera Var(Y|X) la variable aléatoire 1 (X).
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Proposition 23. Var(Y|X) étant une variable aléatoire, notons que
Var(Y) =VarE(Y|X)] + E[Var(Y|X)],

formule dite de décomposition de la variance (ou théoréme de Pythagore).

Démonstration. L’idée est de faire un développement de la forme suivante
Var(Y) E[(Y - E(Y))*] = E[(Y -E(Y|X) + E(Y|X) — E(Y))’]

E[([Y - E(Y[X)] + [E(Y]X) — E(Y)])?]

E[([Y - E(Y[X)])*] + E[([E(Y]X) — E(Y))])?]

+2E[[Y —E(Y|X)] - E(Y|X) — E(Y)]]

On note alors que

E[([Y - E(Y[X)])?] = E (E((Y — E(Y]X))*|X)) = E[Var(Y|X)],

E[([E(Y|X) —EY)])?] = E[([E(Y]X) - E(E(Y]X))])*] = Var[E(Y|X)].

Et lespérance du produit croisé est nulle (en conditionnant par X).
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Un tout petit peu de géométrie
Si L? désigne I’ensemble des variables aléatoires de variance finie,
o < X,Y >=E(XY) est un produit scalaire,

o |X|| =+/E(X?) est une norme (parfois notée || - ||2).
E(X) est la projection orthogonale de X sur I’ensemble des constante,

E(X) = argmin, g {[|X — al|* = E([X —a]*)}.

La corrélation est le cosinus de I'angle entre X —E(X) et Y —E(Y) : si
corr(X,Y) = 0 on dira que les variables sont orthogonales, X | Y (et non pas
indépendantes, X 1 Y).

Si L3 désigne I’ensemble des variables aléatoires engendrées par X (de la forme

¢(X)) de variance finie,
E(Y|X) est la projection orthogonale de Y sur ’ensemble L3

E(Y|X) = argmin, {[|Y" — ¢(X)[|* = E([Y — ¢(X)]")}.

E(Y|X) est la meilleure approximation de Y par une fonction de X.
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L’espérance conditionnelle

De maniere générale, E(Y|X) = ¢(X). En économétrie, on cherche a expliquer Y
par X.
o économétrie linéaire, EL(Y|X) = By + £1X.
o économétrie nonlinéaire, E(Y | X) = ¢(X).
ou plus gééralement on cherche a expliquer Y par X.
o économétrie linéaire, EL(Y|X) = Bg + 51 X1 + - -+ + B Xk.
o économétrie nonlinéaire, E(Y|X) = (X)) = (X1, -+, Xk).
En séries temporelle, on cherche a expliquer X; par X;_1, X;_o,---.
o séries temporelles linéaires,
EL(X:|Xi 1, Xt 9,-++)=Po+ B1Xe—1 + -+ + BpXi_1 (forme autorégressive).
o séries temporelles nonlinéaires, E(X;| X;—1, X¢—o, ) = @(Xp—1, Xp—2,--+).
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Un petit complément sur ’espérance conditionnelle

L’espérance conditionnelle n’est pas un réel, mais une variable aléatoire.

Formellement, on ne conditionne pas par rapport a une variable aléatoire X,

mais la tribu engendrée par X,

E(Y|X) = E(Y]o(X)).

Plus généralement, on peut conditionner par une tribu quelconque F, qui sera

interprtée comme de 'information disponible pour expliquer Y.

En séries temporelles, on dispose d’une suite de variables aléatoires

X1,X9,---,X,, . On note F,, I'information disponible a la date n, i.e.
Fn=0(X1, -, X,), et on cherchera E(X,,1|F,).

Si E(X,+1|Fn) = Xp—1, on parlera de martingale.
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Additionner des variables aléatoires

Proposition 24. Soient X et Y sont deux variables discretes indépendantes.
Alors la loi de S = X +Y est

P(S:s):iP(X:k) x P(Y = s — k).
k=0

Soient X et Y sont deux variables continues indépendantes. Alors la loi de
S=X+4+Y est

fs(s) = /OO fx(z) X fy(s—x)dx.

On notera fs = fx x fy ou x est l'opérateur de convolution.
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Un petit exercice

En effet, dans le cas continue,

/OOO(I—F(a:))da; /OOO{/:O
[

f(t)dt}dw:/ooo {/Otf(t)da:}dt
p

J

x}dt:/ooof(t)tdt:E(X),
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en intervertissant les signes sommes (théoreme de Tonelli). Et dans le cas discret,

o0

Y P(X > k) R P(X:i)}:Sj{SjP(X:i)}
k=0 k=0 = k=1

\t=k+1 1=1

>3 IP’(X—i)Zl} =) iP(X =)
k=1

1=1 \ 1=1

en utilisant le méme argument que précédemment.

En fait, I'intégration par partie ne peut pas etre utilisé pour la raison suivante :

on aurait souhaité écrire, dans le cas continue,

/ooa;f(:r;)d:c:[:C(F(:L')—l)]go—/OO(F(w)—l)da:,
0 0

en dérivant x, et en prenant comme primite de f (x) F'(x) — 1 (afin d’avoir au

moins la nullité en 400, sinon l'intégrale de droite n’aurait aucune chance de
converger). Le probléeme est que rien ne garantie, a priori, que z (F'(z) — 1) — 0

quand x — 0.
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Quelques rappels sur les moments

On définit le moment d’ordre n d’une variable aléatoire X comme p,, = E[X"], si
cette valeur est finie. On notera également u! les moments centrés (et

éventuellement réduits).

Certains moments sont utiles pour caractériser une variable aléatoire :
Le moment d’ordre un de la variable : ;4 = E[X] correspond a I’espérance
Le moment d’ordre deux de la variable centrée : yu; = E {(X — ,u)ﬂ

correspond a la variance.

Le moment d’ordre trois de la variable centrée-réduite :

3
X _
ps =E ( M) correspond au coefficient d’asymeétrie, la skewness.
o

Le moment d’ordre Eluatre de la variable centrée-réduite :

o

4
X _
uy =1E ( ,u) correspond a la kurtosis.
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Quelques rappels sur les lois de probabilité

La loi de Bernoulli B(p), p € (0,1)
PIX=0=1—-petP(X =1)=np.

Alors E(X) = p et Var(X) = p(1 —p).




ARTHUR CHARPENTIER - RAPPELS DE PROBABILITES & STATISTIQUES

Quelques rappels sur les lois de probabilité

La loi Binomiale B(n,p), p € (0,1) et n € N*

— (Z)pk(l _p)n_k ou k = 07 17' 2 (Z

Alors E(X) = np et Var(X) = np(1 — p).

Notons que si X1, -+, X, ~ B(p) sont indépendantes, alors
X=X1+--+X, ~B(n,p).
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Sous R, dbinom(x, size, prob), gbinom() et pbinom() désigne respectivement la

fonction de répartition, la fonction quantile et la loi de probabilité.
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FIGURE 5 — Loi binomiale, B(n, p).




ARTHUR CHARPENTIER - RAPPELS DE PROBABILITES & STATISTIQUES

Quelques rappels sur les lois de probabilité

La loi de Poisson P(A), A > 0

\F
k)= exp(—)\)g ouk=0,1,---

Alors E(X) = X et Var(X) = A\
De plus, si X1 ~ P(A1) et X5 ~ P(A2) sont deux variables indépendantes, alors
X1+ Xo ~P(A1+ A2)

On peut noter que cette loi vérifie une relation de récurence de la forme

P(X=Fk+1) A
- k> 1
P(X=Fk)  ktr1lon"=

Sous R, dpois(x, lambda), gpois() et ppois() désigne respectivement la fonction de
répartition, la fonction quantile et la loi de probabilité.
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Quelques rappels sur les lois de probabilité

La loi de géométriqueﬂ G(p), p €]0,1]
P(X =k =p(l —p)k_1 pour k=1,2,---

dont la fonction de répartition est P (N < k) = 1 — p*.

On peut noter que cette loi vérifie une relation de récurence de la forme

P(X =Fk+1)

P(X = k) =1 — p (= constante) pour k > 1

Les premiers moments sont alors

1 1—p

E(X)=—-et Var(X) =

p p?

a. Il est également possible de définir cette loi sur N, et non pas comme ici sur N\ {0}.




ARTHUR CHARPENTIER - RAPPELS DE PROBABILITES & STATISTIQUES

Quelques rappels sur les lois de probabilité

La loi exponentielle £(A), A > 0

Flz)=P(X <z)=e Mougz >0, f(x) = 7.

Alors E(X) = 1/X et Var(X) = 1/\2.

Cette loi est parfois dite sans mémoire, i.e.

P(X >z+t|X >2x) =P(X > t).

Sous R, dexp(x, rate), gexp() et pexp() désigne respectivement la fonction de
répartition, la fonction quantile et la densité.
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Quelques rappels sur les lois de probabilité

La loi Gaussienne (ou normale) N (p,02), p € Ret o >0

R
f(x) = \/;T7€Xp (—(:C205) ), pour x € R.

Alors E(X) = p et Var(X) = o2,
Notons que si Z ~ N (0,1), X = p+0Z ~ N (u,o?).

Sous R, dnorm(x, mean, sd), gnorm() et pnorm() désigne respectivement la fonction de
répartition, la fonction quantile et la densité.

Sous R, dnorm(x,mean=a,sd=b) (N(CL, b))
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Quelques rappels sur les lois de probabilité

Le vecteur Gaussien N (u, X)),

X = (X1, ..., X,) est un vecteur gaussien de moyenne E (X) = i et de matrice de
variance covariance % = E ((X — ) (X — ,u)T) non dégénéré (3 est inversible) si

et seulement si sa densité s’écrit

f(z) = (%)n/; oy P (—% (x—p)' 7 (z - u)) , ¢ € RY,

ou de fagon équivalente, si sa fonction caractéristique ¢ (t) = exp (itTX ), s’écrit

1
¢ (t) = exp (itT,LL — itTEt> , t € RY.

Proposition 25. Soit X = (Xy,..., X,,) un vecteur aléatoire o valeurs dans RY,
alors X sera dit étre un vecteur gaussien si et seulement si, pour tout

a=(ay,..,a,) €ERY a’™X = a1 X, + ... + a,X,, est une variable gaussienne.
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Quelques rappels sur les lois de probabilité

Soit X un vecteur gaussien, alors pour tout ¢, X, suit une loi Gaussienne. Mais la,
réciproque est fausse : si les X; sont des variables gaussiennes, alors

X = (X4, ..., X,,) n’est pas nécessairement un vecteur gaussien.

Proposition 26. 5i X = (Xy,..., X)) est un vecteur gaussien de moyenne

E(X) = u et de matrice de variance covariance X, et A est une matrice k X n, et
beRF, alors Y = AX + b est un vecteur gaussien de R*, de loi N (A,u, AZAT).

Notons que si (X7, X2) est un vecteur gaussien, alors X; et X5 sont des variables

indépendantes si et seulement si
Cov (Xl, XQ) — K ((Xl — K (Xl)) (XQ — E (XQ))) = O,

cette équivalence étant en général fausse dans un cadre non-gaussien.
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Quelques rappels sur les lois de probabilité

Soit X un vecteur gaussien, alors pour tout z, X, suit une loi Gaussienne. Mais la,
réciproque est fausse : si les X; sont des variables gaussiennes, alors
X = (X4, ..., X;,) n’est pas nécessairement un vecteur gaussien.

Proposition 27. 57 X = (X1, X)) est un vecteur gaussien de moyenne

[ . . . 211 212
et d@ matrice d@ varitance covariance E =

142 2121 222

Xo| X1 =21~ N (,Ltl + Z1222_21 (1 — p2), 211 — E1222_21221) :

Considérons une série temporelle définie par X; = pX;_1 + ¢, avec Xy = 0,
€1, ,&p Li.d. N(0,0%), i.e. € = (g1, -+ ,&n) ~ N(0,0°T). Alors

X = (X1, ,Xn) NN(()?E)?E — [Z’i,j] — [COU(XZ'?XJ')] — [:0|i_j|]'
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Quelques rappels sur les lois de probabilité

En dimension 2, pour un vecteur (X, Y) centré (i.e. u = 0)

1 1 x?
f r,Y) = exXp (_ (
() 210,044/ 1 — p? 2(1 = p?) \ oz

ou la matrice de variance-covariance > est

Y
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Quelques rappels sur les lois de probabilité

La loi du chi-deux x?(v), v € N* admet pour densité

(1/2)* 121 —a
Tk/2) k2 e=2/2 1 e [0; +o0].

Notons que E(X) = v et Var(X) = 2v.

Si X1,---,X, ~N(0,1) sont indépendantes, alors Y = ZX? ~x(v).
i=1

Sous R, dchisq(x, df), qchisq() et pchisq() désigne respectivement la fonction de
répartition, la fonction quantile et la densité.
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Quelques rappels sur les lois de probabilité

La loi de Student St(v), de densité

v+1 —(
0= ot )

ou I' désigne la fonction Gamma (I'(n + 1) = n!). Notons que

V—2|—1)

v

E(X)=0et Var(X) = —— pour v > 2.

Si X ~N(0,1) et Y ~ x?(v) sont indépendantes, alors

T— L SHw).

VY /v




ARTHUR CHARPENTIER - RAPPELS DE PROBABILITES & STATISTIQUES

Quelques rappels sur les lois de probabilité

Soient X7, ---, X, des variables N'(u, 0?) indépendantes. Posons

_ 1 — 2
X,=(X1+ -+ X,)/n et Sﬁ:n_l;(xi—xn) .

Alors (n — 1)S2 /0% suit une loi x?(n — 1), et on peut montrer que

_ Xn—p
~ Su/vn

T ~ St(n —1).
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Sous R, dt(x, df), qt () et pt () désigne respectivement la fonction de répartition, la

fonction quantile et la densité.

O
=
2]
c
[}
o
)
©
c
2
=
o
c
o
s

FIGURE 6 — Loi de Student, St(v).
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Quelques rappels sur les lois de probabilité

La loi de Fischer F(dy,d3), admet pour densité

( dy @ )CW (1_ dy @ )CW
di1 x+do d1 x+da
flx) =

x B(dy/2,d2/2)

for x > 0 pour di,ds € N et ou B désigne la fonction beta.
do B 2d5 (dy + dy — 2)
di(do — 2)?(dy — 4)

Notons que E(X)
do > 4.

Si X ~ F(vy,1s), alors + ~ F(va,11).

pour do > 2 et Var(X)

= PR pour

X1 /1/1
XQ/I/Q
Sous R, df (x, df1, df2), qf O et pf () désigne respectivement la fonction de

Si X1 ~ x?(v1) et X5 ~ x?(v2) sont indépendantes, alors Y = ~ F(vi,v2).

répartition, la fonction quantile et la densité.
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Les lois conditionnelles
e Mélange de deux lois de Bernoulli B(O)

Soit © une variable aléatoire pouvent prendre deux valeurs, 01,605 € [0, 1] avec
probabilité p; et ps (p1 + p2 = 1). Supposons que

X‘@ = (91 ~J 8(91) et X‘@ = 92 s 8(92)

La loi non-conditionnelle de X est alors

P(X=10=601) -p1 + P(X =1|0 = 05) - p2 = 01p1 + O2p-

l.e. X ~ 3(91]?1 + 92]92).
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Notons que

E(X) = 6ip1+ 02p2
E(X|© =0,)P(O© =6,) + E(X|© = 02)P(0 = 62) = E(E(X|O))

[01p1 + O2p2][1 — O1p1 — O2p2]

01(1 = 01)]p1 + [02(1 — 02)]p2

Var(X\@ — 91)[@(@ = 91) + Var(X\@ — (92)]P)<@ — 92)
— J—|—E(Var(X\@)

~

Var(E(X|©))
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Les lois conditionnelles
e Mélange de deux lois de Poisson P(0)

Soit © une variable aléatoire pouvent prendre deux valeurs, 61,65 € [0, 1] avec

probabilité p; et ps (p1 + p2 = 1). Supposons que

X[ = 0; ~ P(61) et X|O =0y ~ P(6:).

e_elef 6_92%5
" P1 + ' P2,
x!

!

Il ne s’agit pas d’'une loi connue.
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Les lois conditionnelles
e Mélange continu de lois de Poisson P(O)

Soit © une variable aléatoire a valeurs dans |0, co|, de densité 7 (). Supposons que

X|© =6 ~ P(0) pour tout 6 > 0

/OO P(X = 2|0 = 0)7(0)db.

De plus,
E(X) =E(E(X]0)) =E(©)

Var(X) = Var(E(X|0)) + E(Var(X|0)) = Var(0) + E(©) > E(O).

Remarque Les lois mélanges sont la base de la statistique bayésienne.
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Les lois conditionnelles, mélange et hétérogénité

FIGURE 7 — Mélange de lois normales.
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Les lois conditionnelles et I’hétérogénéité

La prise en compte de I’hétérogénéité est la base des méthodes économétriques.

On suppose en économétrie que Y suit une loi fy ou 6 est fonction de X.

o économétrie linéaire, Y| X = x ~ N(8'x, 0?).

o économétrie des variables qualitatives (logit/probit), Y| X = x ~ B(p[8'x]).
o régression Poissonienne, Y| X = x ~ P(exp[B'x]).

E.g. Y|X; = homme ~ B(py) et Y|X; = femme ~ B(py).
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Un peu de convergence

. R , p.S. .
La suite (X,,) converge presque strement vers X, noté X,, — X, si

lim X, (w) =X (w) pour tout w € A,

n—oo

ou P(A) = 1. On dit aussi que (X,,) converge vers X avec probabilité 1 - on parle

également de convergence trajectorielle. Notons que X, 5 X si et seulement si

Ve > 0, P (limsup{|X,, — X| >¢}) =0.

I1 est aussi possible de controler les accroissements de la suite (X,,) : soit (&,)
telle que > S P (| X, — X|>¢ep) <oool ), - en <00, alors (X,,) converge

presque surement vers X.
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Un peu de convergence

p
La suite (X, ) converge dans LP vers X, ou en moyenne d’ordre p, noté X, Lx :

S1

lim E(|X, — X[") = 0.

n—oo

Pour p = 1 on parle de convergence en moyenne, et pour p = 2, on parle de

convergence en moyenne quadratique.

Supposons que X,, = X et qu’il existe une variable aléatoire Y telle que pour

p
n >0, | X,| <Y P-presque surement, avec Y € LP, alors X,, € LP et X, Lo x

(théoreme dit de la convergence dominé).
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Un peu de convergence

La suite (X, ) converge en probabilité vers X, noté X, 5 X , Si

Ve >0, lim P(|X, — X|>¢)=0.

n—oo

Soit f: R — R (ce résultat reste toutefois vrai pour des fonctions f : R? — R9)
une application continue, si X, — X alors f(Xn) 5 f(X).

S. . 1 . . .
De plus, si X, — X ou si X, L X alors X5 L X Enfin, si X, 5 X, il existe

une sous-suite (X,,, ) qui converge vers X presque stirement.

Attention X, — ¢ n'implique pas forcément E(X,) — c

Une condition suffisante pour que X, 5 oaest que

lim EX,, =aet lim Var(X,) =20

n—oo n—oo
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Un peu de convergence

o Loi forte des grands nombres

On suppose que les variables X; sont i.i.d. et qu’elles admettent une moyenne
1 =E(X;). Alors S,, =3 p lorsque n — oo.

o Loi faible des grands nombres

On suppose que les variables X; sont i.i.d. et qu’elles admettent une moyenne
p = E(X;) finie. Alors S, = (1/n) >, X;, alors S, 5 i quand n — 4-00.
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Un peu de convergence

(7v) La suite (X, ) converge en loi vers X, noté X, 5 X, si pour toute font f

continue bornée,

lim E(f (X)) = E(f (X))

n—oo

La convergence en loi est équivalente a la convergence (simple) des fonctions de

répartition : X, 5 X si et seulement si pour tout ¢t € R ou F'x est continue

lim FXn (t):FX().

n—oo




ARTHUR CHARPENTIER - RAPPELS DE PROBABILITES & STATISTIQUES

Un peu de convergence

Soit f: R — R (ce résultat reste toutefois vrai pour des fonctions f : RP — R9)
une application continue, si X, 5 X alors f(Xn) 5 f (X). De plus, si X, 50X
alors X, 5 X (la réciproque n’étant vraie que si (X,,) converge en loi vers une
constante).

o Théoreme central limite
Soient X;, X5 ... i.i.d. de moyenne p et de variance o2, alors :

Sn —E(Sy) _
\/Var(Sn)

\/E<Sng—,u> 5 X ot X ~ N (0,1)
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De la convergence aux approximations
Proposition 28. Soit (X,,) une suite i.i.d. de variables B(n,p). Alors si
np — oo, Xn£>X ot X ~P(N), et \=np

Démonstration. Ce résultat découle de ’approximation suivante,

np)”

k!

(n)pk[l — p]"* ~ exp|—np]

k

[]

La loi de Poisson P(np) est une approximation de la loi Binomiale B(n,p) pour n

suffisement grand, avec np — oo (et donc p petit).

En pratique 'approximation est valide pour n > 30 et np < 5.
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De la convergence aux approximations

Proposition 29. Soit (X,,) une suite i.i.d. de variables B(n,p). Alors si
np — 0o, [ X, — np]/\/np(l — p) 5 X ou X ~ N(0,1).

En pratique 'approximation est valide pour n > 30 et np > 5 et n(1 — p) > 5.

La loi de Normale N (np,np(1 — p)) est une approximation de la loi Binomiale

B(n,p) pour n suffisement grand, avec np,n(1 — p) — oc.
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De la convergence aux approximations

~—~
x

o
N
o
X g
=
o
Q
o

0.00 0.04 0.08 0.12

0.00 0.02 0.04 0.06

FIGURE 8 — Approximation de la de Poisson par une loi normale.
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Lois de transformations de variables aléatoires

Soit X une v.a. absolument continue de densité f(x), on cherche a connaitre la
densité de probabilité de Y = ¢(X).

Proposition 30. si la fonction ¢ est dérivable et bijective : La variable Y admet

une densité g telle que

9(y)

Exemple de transformation de variables aléatoires

Proposition 31. Soit X une variable aléatoire continue de fonction de
répartition I, i.e. F(x) =P(X < x). Alors Y = F(X) suit une loi uniforme sur
0, 1].

Proposition 32. Soit X une variable aléatoire uniforme sur 0,1 et F' une

fonction de répartition. Alors Y = F~Y(X) admet pour fonction de répartition F.

Remarque Cette propriété est la base des méthodes de Monte Carlo.
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Lois de transformations de variables aléatoires

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires continues, la loi du couple admet
une densité de probabilité f(x,y) . Soit (U,V) = ¢ (X,Y). Si on note J, le

Jacobien associé, i.e.

oU/9X 0OV/OX

J¢ — |det
oUJOY V)Y

alors la loi de (U, V) est donnée par la densité :
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Quelques exercices ?

si h est une fonction borélienne, si I’on peut écrire

alors g sera la densité de h (X).

Soit h une application borélienne de R? dans R.

Eh(X,Y)) =E (h (\/—210g U cos (211V) , v/ —2log U sin (27TV)>)
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Considérons le changement de variable
T: (u,v) = (z,y) = (vV—2logucos (2mv) , /—2log usin (27rv)), s’inversant en

2 2 1
T (2,y) = (u,0) = (exp [—w Y ] arctan g)

2 "o x

dont le Jabobien est

1y 1 _a 2
27 12412 27 2412

2 2 2 2
—x exp (_rv ﬂ;y ) —y exp <_%) 1 < 22 + 42
J — exp | —

5) o

(ce calcul permet de vérifier que le changement de variable correspond

effectivement a un Cl-difféeomorphisme de [0,1] dans R?). D’ou finallement,

E(h(X,Y)) E (h (\/—2log U cos (271V) , v/ —2log U sin (27TV)>>

1 2 2
/ h(x,y) — exp (_x Ty ) dzdy.
R2 2T 2
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Aussi, (X,Y) admet pour densité

1 2 + 12 1 2
f(xay)_ %exp <_ 9 — \/%exp <_7> X

Aussi, les variables X et Y sont indépendantes, et de méme loi A (0, 1).
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Lois de transformations de variables aléatoires

Nous avions noté que E(g(X)) # ¢g(E(X)), ormis dans le cas ol g est une

application linéaire. L’inégalité de Jensen permet d’avoir des résultats dans

certains cas,

Proposition 33. Soit g une fonction conveze, alors E(g(X)) > g(E(X)).




