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Montant

Victimes

Evénement

Pays

72

1

1
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5
5
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.302
24.
23.
20.
20.
14.
14.

870
131
601
483
876
028

.266
.295
.041
.043
.000
794
.594
.410
.951
.941
.326
.290
723
.453

1,836
43
2,982
61
136
124
35

34

24

51

71

95

54
22
38
64
26

Hurricane Katrina

Hurricane Andrew floods

Terror attack on WTC, Pentagon
Northridge earthquake (M 6.6)
Hurricane Ike; floods, offshore damage
Hurricane Ivan; damage to oil rigs
Hurricane Wilma ; floods

Hurricane Rita; floods, damage to oil rigs
Hurricane Charley - floods

Typhoon Mireille

Hurricane Hugo

Earthquake (MW 8.8) - tsunami
Winter storm Daria

Winter storm Lothar

Winter storm Kyrill - floods

Storm and floods in Europe

Hurricane Frances

Winter storm Vivian

Typhoon Bart

Hurricane Georges; floods

Earthquake (MW 7.0)

US, Gulf of Mexico, Bahamas,
US, Bahamas

UsS

US

US, Caribbean : Gulf of Mexico ef]
US, Caribbean ; Barbados et al
US, Mexico, Jamaica, Haiti et al
US, Gulf of Mexico, Cuba

US, Cuba, Jamaica et al

Japan

US, Puerto Rico et al

Chile

France, UK, Belgium, NL et al
Switzerland, UK, France et al
Germany, UK, NL, Belgium et al
France, UK, Netherlands et al
US, Bahamas

Europe

Japan

US, Caribbean

New Zealand
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Catastrophes techniques =~ —— Catastrophes naturelles

FIGURE 1 — Nombre, source : http ://www.swissre.com/r/sigma2 2013 fr.pdf
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Dommages assurés dus a des catastrophes de 1970 a 2012

120 en milliards USD, aux prix 2012

80

60

40

W Séismes/tsunamis — Catastrophes techniques = Catastrophes météorologiques

FIGURE 2 — Coit, source : http ://www.swissre.com /r/sigma2_2013_ fr.pdf
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Qu’est-ce que la réassurance ?

PICARD ET BESSON (1975) “la réassurance est un contrat par laquel l’assureur direct se
décharge sur une autre personne, le réassureur, de tout ou partie de ses risques qu’il a

assumes’.

BLANC (1960) “contrat spécialement intervenu entre l’assureur et le réassureur afin de
réaliser la compensation des écarts qui peuvent frapper le premier, soit par insuffisance
du nombre de risques (ouverture d’une nouvelle branche, par exemple), soit par

dépassement anormal des sinistres espérés’.

HAGOPIAN ET LAPARRA (1991) “Pour donner une définition qui ne soit ni économique,
nt technique, ni juridique, mais seulement pratique, nous dirons que la réassurance est le
moyen grace auquel [’assureur transfere au réassureur la plus grande part des soucis

légitimes que lut cause la technique de sa profession ”.
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/1 Assureur
HE Reassureur

SINISTRE

FI1GURE 3 — Traités proportionnels, avec un plein de conservation de 60%.
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[—1 Assureur
I Reassureur

\ \
3 4
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FIGURE 4 — Traités non-proportionnels.
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[C—/1 Assureur
I Reassureur

\ \
3 4
SINISTRE

FIGURE 5 — Traités ECOMOR.
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FIGURE 6 — XS par risque et XS par évenement.
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Le théoreme central limite des extrémes

Théoreme Supposons qu’il existe des constantes de normalisation a,, € R et b, > 0, et

une loi non-dégénérée H telles que
-1 L

Alors H est du méme type qu’une trois lois suivantes (données par leur fonction de

répartition),

1. Loi de Fréchet, ®¢(x) = exp (—x_g) [(x > 0), £ >0,
2. Loi de Weibull, W¢(x) = exp (—a:_g) six <0, et 1sinon, & > 0,
3. Loi de Gumbel, A(x) = exp (— exp(—x)).

On notera que
X ~Pe <= log X ~ A<= —1/X ~ Vg,
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Ces trois lois limites sont-elles vraiment si différentes ?

Ces trois lois sont en fait les trois cas particulier de la distribution GEV - Generalized

Extreme Value (représentation de Jenkinson-von Mises)

H (z) = |
exp (—exp[—(z —p)/o])  si&=0

{exp(us(xu)/a]”ﬁ) i € # 0

sip—+&x/o>0.

Remarque S’il existe des constantes de normalisation a,, € R et b,, > 0, et une loi

non-dégénérée GEV (§) telles que
bt { Xnin — an} = GEV(&).

on dira que F'x appartient au max-domain d’attraction (MDA) de GEV(§).
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Pour les risques subexponentiels, si X; est une suite de variables i.i.d.

li =1,n>1.
xl—{iloIP’[maX{Xl,...,Xn} > ] =

Définition Si F'x est une fonction de répartition continue d’espérance E [X]|, on définit

I'indice de grands risques par

DFX( ): E[X]

1
/ Fx' (t)dt pour p € [0,1].
1-p

La version empirique est alors T), (p) la proportion des [np| plus gros sinistres par

rapport a la somme totale, i.e.

. Xiin + Xom + ...+ X[np]:n
B X1+ ..+ X,

T, (p)




ARTHUR CHARPENTIER - ACT2040 - AcTUARIAT IARD - AUTOMNE 2013

Log—Normal Exponentielle
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FIGURE 7 — Ratios T, (p) (maximas sur somme) pour différentes lois paramétriques,

et pour les sinsitres incendies, pour p = 1,2, 3,4 (de bas en hat).
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Proposition(théoreme de Pickands-Balkema-de Haan) soit £ € R, les deux résultats

suivants sont équivalents,

1. Fe MDA (H¢), i.e. il existe des suites (ay) et (b,) telles que

lim P(Xn.n < anx+b,) = He (), z € R.

n— oo

2. 1l existe une fonction positive a (-) telle que pour 1+ £z > 0,

im Fletza) ]P(X_“ Sz X>u>

U— 00 F (u) U—» 00 a (U)

(1+&x)~ ¢ i E#0,
exp (—x) if £ = 0.

Aussi, F' € MDA (G¢) si et seulement si il existe o (-) > 0 telle que

lim  sup {‘P(X—u§x|X>u)—H§,g(u) (< a:)’} =0,
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Quelques estimateurs classiques de &

Pickands 1 Xn—k::n - Xn—2k::n
log

ok B 10g2 Xn—2k:n - Xn—4k:n

k
1
— z Z log Xo—i:n —log X0 —r4+1:n

=1

} -
H(1)
H(1) 1 | (S“”“ )

gn,k +1- 9 o H(2)
gn,k

—1

SH(T)_

n,k

1
k

k—1
Z log Xp—in —log Xp—rn] , r=1,2,..
i=1
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Lois a queue fine (P (X > z) < kexp (—azx) pour a > 0)

— loi exponentielle, f (z) = Bexp (—px), pour 5 > 0,
— loi Gamma, f (z) = 8°T (o)~ 2® ! exp (—fz) pour «, 8 > 0,
— loi de Weibull, f (z) = cBxzP 1 exp (—cxﬁ) pour c >0et > 1,

Lois & queue épaisse (Mx (t) = oo pour tout ¢ > 0)

loi de Weibull, f (z) = ¢Bz° ' exp (—cxﬁ) pour ¢ > 0et 8 <1,

loi lognormale, f (z) = ——~— exp (—( S ) pour o > 0

2mox

loi de Pareto, f(z) = 525 (eix)a pour «, 6 >0

loi de Burr, f(z) = (0 4+ 7)™ ay0%27~! pour a,~,0 > 0.

log & —p1)*
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I I
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X (on log scale)

FIGURE 8 — Distribution des exces pour les sinistres incendies, seuil = 5.




ARTHUR CHARPENTIER - ACT2040 - AcTUARIAT IARD - AUTOMNE 2013

5 e-03 2 e-02

1 e-03

—_
@£
[qe]
O
D
(2]
=)
|
o
~—
2=
T
~

I I
50 100

5 e-05 2 e-04

X (on log scale)

FIGURE 9 — Distribution des exces pour les sinistres incendies, seuil = 5.
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Threshold

4.82 3.09 2.30 1.89 1.64

191 389 587 785 983 1203 1445 1687 1929

Order Statistics

FIGURE 10 — Construction de I’estimateur de Hill, sinistres incendies.
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La notion de () — () plot

Fonction de répartition Nuage de points

| i (logt — p)° ( _1( i ) )
Loi lognormale ex — P ,log X
° /O V2rat p( 202 n1)®

Exponentielle 1 —exp (—Ax) (— log (1 o j_ 1) ,Xi:n)
i

) , log Xi;n)

] , log Xz';n)

Pareto 1—a “ (— log (1 —
n—+1
Weibull 1 —exp (—)\azﬁ) (log [— log (1 !

n+1
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La fonction de moyenne en exces

Fonction de répartition Fonction en excédent

| logt — )? 2
Loi lognormale / exp (— (logt — 1) ) ~ 7Y
0

V2ot 202 logu —

Exponentielle 1 —exp (—Ax)

1
1_<L)a Hi\x

Pareto iz ]
a —_

’ a—1 €XP (_Bt)
Gamma /0 B (5t) T () dt

Weibull 1 —exp (—Az”) ~

1

5
ul=p
AB
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Fonction de moyenne en exceés - loi log—normale Fonction de moyenne en exces - loi exponentielle
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FIGURE 11 — Cas lognormal et exponentiel.
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Fonction de moyenne en exces - loi Pareto Fonction de moyenne en exces - loi Weibull
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F1GURE 12 — Cas Pareto et Weibull.
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Assurabilité des grands risques (i.e. { =17)

si u est suffisement grand

IP’(XSx\X>u)%1—(1+§

pour un o > 0, soit

F 1 1
(1 ~ 3 —gf()u)> 2 —glog <1+£x;tu> R~ —glogaj—l—constant.

Un estimateur naturel de £ est alors la pente de la droite passant au mieux par le

AN

nuage des (log X;,log(1 — F(X;))).
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1-F(x) (on log scale)
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FIGURE 13 — F(z) des sinistres en perte d’exploitation (de 1992 & 2000).
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Threshold

0.455 0.595 0.748 0.914 1.210 1.500 2560 6.100

0.95)
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Q
]
<
()]

500 449 399 349 299 249 198 48

Exceedances

FIGURE 14 — Estimations de &, avec 'estimateur de Hill et par maximum de vrai-

semblance pour la loi de Pareto généralisée.
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AN

§

90%

95%

Hill

25
50
100

0.5580
0.9919
0.7046

0.7010
0.6991
0.7949

0.7415
0.7296
0.8205

GPD

25
o0
100

0.7400
0.4831
0.5458

1.162
0.7307
0.7363

1.282
0.8009
0.7903

GEV

10
20
o0

0.6744
0.6991
0.5802

0.8129
0.9196
0.8341

0.8521
0.9821
0.9061

TABLE 1 — Estimation de &,avec un intervalle de confiance.




ARTHUR CHARPENTIER - ACT2040 - AcTUARIAT IARD - AUTOMNE 2013

Tester si £ > 1 ou £ <1

REISS & THOMAS (2001) et COLES (2001) : tests de rapport de vraisemblance.

On cherche a tester
Hj : &€ =1against Hy : £ <1,

avec (i, o) parametres de la distribution GEV, ou ¢ pour la distribution GPD,

sup{L(&|Y1, ..., Y ), £ =1}
sup{L(&|Y1, ..., Yn), £ < 1}’

ou les Y7, ...,Y,, sont soit des maximas par blocs, soit des observations ayant

LR(Y1,...,Y,) = 2log

excédé un seuil.

Asymptotiquement LR 5 y2(1). La puissance est p = 1 — x2(LR).
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& L Deviance LR
0.6743  2.1926 600.0943
1 2.100 607.3329
0.6985  3.6262 345.7140
1 3.440 348.0647
0.5801 7.7519 166.0185
7.496 168.9390
151.3493
151.8389
237.7393
241.6838
461.9841
467.1144
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Calcul d’une prime de réassurance

La prime pure étant finie, on peut essayer de valoriser des contrats de

réassurance en exces, éventuellement sans plafond.

Si Y a une distribution GPD, la loi des exces de Y — d sachant Y > d est

P(Y —d>z]Y >d) =

P(Y -d>uxz) _ <g+§(d+x))1/s.

P(Y > d) o+ &d

Aussi, la prime pure associée est

o+ &d

E(Y—d\Y>d)=/ P(Y—d>x|Y>d)d:c:1 £
. _
C’est a dire

o+ &d

EY|Y >d)=d+ ¢
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§

o

1

5

10

20

0.6030423

0.505470

0.5575541

0.7811347
2.003365
3.5601549

4.4869

14.5636
14.1616

27.1594
24.2'722
30.6481

52.3510
44.4934
53.2497
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Estimation de quantiles extrémes

Le quantile d’ordre p €]0, 1| - correspondant a la Value-at-Risk - associé a X, de

fonction de répartition F'x, se définie par

VaR(X,p) =z, = F~'(p) = sup{z € R, F(x) > p}.

Notons que les réassureurs parle plutot de période de retour.

Parmi les autres mesures pertinantes (et intéressantes en réassurance), on
retiendra la T'VaR correspondant a la valeur moyenne sachant que la VaR a été
dépassée,

TVaR(X,p) =E(X|X > VaR(X,p)).
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Utilisation de Papproximation GPD pour estimer VaR(X, p)

La premiere méthode (SMITH (1987)) respose sur la modélisation de la queue de
la distribution, au dela d’un seuil u. Notons

N, = zn;]l(Xz > U),

le nombre de dépassement de u dans un échantillon X, ..., X,,. Pour x > u,

Flz)=P(X >z) =P(X >u)P(X > z|X >u) = Flu)P(X > z|X > u),

P(X > x| X >u) = F(2),(x — u)

avec F, (1) =P(X —u < t|X >u)~ He g(t), pour des valeurs € et 8 (He g
désignant la loi GPD).

Aussi, un estimateur naturel de F(z) repose sur l'utilisation dun estimateur
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empirique de F(u), et de Papproximation GPD de F,(x), i.e.

AN

178
Fla) =1 Nu (1+Ex%“)

n

pour tout x > u, et u suffisement grand.

Aussi, un estimateur nature de la VaR(X,p) est x,, défini par

3 ¢
:Bp:u+§\ (A%(l—p)) —1

Notons qu’un intervalle de confiance asymptotique peut étre obtenu en

considérant la méthode de vraisemblance profilée (profile likelihood).
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Choix du seuil u

Supposons que l'on choisisse un seuil u tel que ©u = X,,_1.,,, alors

Tpk = Xn—km + % ((Z(l —p))_& — 1) 7

&k

pour k > n(1 —p). On notera que si k = n(1 —p), T, r coAncide avec I'estimateur
empirique du quantile, i.e. X[,,41].,- Notons de plus que

MSE(z,) = Var(z,) + E(Z, — VaR(X,p))*.
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Estimation de la période de retour

Pour rappel, le niveau P,,, période de retour associée a une période de m années

(niveau qui sera excédé, en moyenne, toutes les m observations) est la solution de

P(X>u)(1+§(m _

Y

1
o m

si X|X > u peut étre modélisé par une loi de Pareto généralisée, soit
g 3
Pp=u+ = ([mP(X > u)]* - 1),

sous I'hypothese ou & # 0, et

P, =u+ olog(mP(X > u)),
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Utilisation de ’estimateur de Hill

Rappelons que I'estimateur de Hill basé sur la statistique d’ordre est

k
: 1
gqjizk” — E § log Xy —i:n — log Xy k41:n,
1=1

qui est particulierement intéressante si & > 0.

Rappelons que F(z) = P(X > 2) = 27 /¢L(z), et donc, pour = > X,,_p.n et k

suffisement faible,

F(x) L(x) ( T )1/5
F(‘X’n—k:n) E(Xn—kn) X )

n—k:n

Si ’on suppose que le ration des fonctions a variation lente peut étre supposé

)1/5

comme négligeable, alors
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Aussi, un estimateur naturel de la fonction de répartition est

Hill

~ k— x ~L/8n
Flr)=1- EF(Xn_k:n) (X—) , pour x > X, _kon-

n—=k:n

En considérant I'inverse de cette fonction, on en déduit ’estimation naturelle de
la VaR suivante,

p

. n gl
gHill — x (E(l —p)) o

pour des quantiles x,, tels que p > 1 — k/n. Notons que cet estimateur peut

également s’écrire

~Hill n —Enk
Lok — Xn—kin + Xn—kmn (%(1 — p)) —1 )

qui peut ainsi étre comparé a l’estimateur obtenu par maximum de

vraisemblance sur le modele GPD,
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Dans quels cas peut-on utiliser cette méthode ?

Rappelons que 'estimateur de Hill n’est pertinent que si & > 0 (et donc pas si

¢ = 0). Dans ce dernier cas, des mauvaises conclusions peuvent étre déduites.

De plus les propriétés de cet estimateur a distance finie (en particulier pour des
petits échantillons) sont relativement décevantes. Néanmoins, les propriétés de
I’estimateur de Hill ont été beaucoup plus étudiées dans la littérature que celui

du maximum de vraisemblance.
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Qu’est-ce que la réassurance ?

PICARD ET BESSON (1975) “la réassurance est un contrat par laquel l'assureur
direct se décharge sur une autre personne, le réassureur, de tout ou partie de ses

risques qu’il a assumés’.

Ce transfert de risque, d’une cédante (un assureur ou un réassureur) vers un
réassureur, permet de protéger les fonds propres de la cédantes. Néanmoins, seul

I’assureur est responsable vis a vis de ’assuré.
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Les traités de réassurance

Trois modes de réassurance sont générallement distingués,
1. La cession facultative

L’assureur et le réassureur sont respectivement libre de céder ou d’accepter un

risque, en totalité ou en partie.

Exemple Ce type de contrat peut étre utilisé sur des risques a priori exclus
(tremblement de terre), ou rarement souscrits, mais accepté pour des raisons

commerciales.
2. La réassurance facultative-obligatoire

Le réassureur s’engage a accepter toutes les affaires que la cédante lui soumettra

(sous réserve que I'engagement ne dépasse pas un montant maximum fixé

initiallement). Si le réassureur ne peut refuser le risque, il peut en contrepartie

espérer un volume d’affaire plus important.
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3. La réassurance obligatoire

Ces contrats imposent des obligations réciproques : elle est la plus utilisée. La

cédante s’engage a céder tous ses risques (sur une période donnée) et la

compagnie de réassurance s’engage a les accepter. C’est ce type de contrat qui est

appelé traité.
Deux types de traités de réassurance sont également distingués,

Les traités proportionels

Les traités en quote-part

Les traités en excédent de plein

Les traités non-proportionels

Les traités en excédent de sinistre

Les traités en excédent de perte annuelle

Les traités ECOMOR
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Les traités proportionnels

Les traités en quote-part

Dans les traités en quote-part (ou “traités en participation”) le réassurance prend
a sa charge la méme proportion a des risques du portefeuille (et percoit un

proportion a des primes).

Risque total Risque conservé Risque cédé
Primes| P=> . ,FP Y. aP,=aP Y. (1—-a)P,=(1-a)P
Sinistres| S=5> 1,5 Y. a5 =aS Y.  (1-a)S;=(1-a)S
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Exemple Considérons ’exemple suivant, avec un taux de cession de 60%,

police | taux cession | prime prime cédée | sinistres sinistres cédés
police A 60% | 1000 600 — —
policeB 60% | 2000 1200 4000 2400
policeC 60% | 1000 600 1500 900

total 15000 9000 20000 12000
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/1 Assureur
I Reassureur

SINISTRE

FIGURE 15 — Traités proportionnels, avec un plein de conservation de 60%.
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Quote-part du reassureur = 30%

FIGURE 16 — Traités proportionnels, avec un plein de conservation de 70%.
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Remarque les comptes du réassureur et de la cédante évoluent parallelement.

Les traités en excédent de plein (ou de capitaux)

Ici, le taux de cession est calculé police par police, et pour une police 7, le taux de

sinistres (et de prime) cédé est a;.

Risque total Risque conservé Risque cédé

Primes| P =5 " P, S ;P Soo (1—a;) P,

1=

Sinistres| S = ,5; > o1 aiS; S (1—ay) S

En pratique, pour chaque police, le réassureur ne prend en charge que la
portion du risque dépassant un niveau de capital, appelé plein de rétention. Le

taux de cession effectif est en fait

(min{plein de souscription — capitaux assurés} — plein de souscription)

0 =

min{plein de souscription — capitaux assurés}

On note que le portefeuille conservé par 1’assureur est écrété.
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C’est la somme assurée qui détermine le niveau de cession, contrairement aux

traités en excédent de sinistres (XL) ou c’est le montant des sinistres qui doit

étre pris en compte”.

Exemple Considérons les trois exemples suivants, avec une retention de
’assureur de 300 000 $ (c’est a dire un plein), et une responsabilité du réassureur

limité a 9 parts,

1. On suppose que la responsabilité limite de 1’assureur direct est de 3 millions

d’$, que la prime vaut 0.15% de la somme assuré et qu’un sinistre de 1,5 million

survient

Rétention assureur

Réassureur

Somme assurée

Prime

Sinistre

3 000 000
4 500
1 500 000

300 000 = 10%
450 = 10%
150 000 = 10%

2 700 000 = 90%
4 050 = 10%
1 350 000 = 90%
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2. On suppose que la responsabilité limite de "assureur direct est de 130 000 $,

que la prime vaut 0.15% de la somme assuré et qu’un sinistre de 80 000 survient

Rétention assureur Réassureur

Somme assurée | 130 000 130 000 = 100% 20 = 0%
Prime 195 195 = 100% 0 =0%
Sinistre 80 000 80 000 = 100% 0=0%

3. On suppose que la responsabilité limite de ’assureur direct est de 3,5 millions

d’$, que la prime vaut 0.15% de la somme assuré et qu’un sinistre de 2 millions

survient
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Reétention assureur Reéassureur
Somme assurée | 3 500 000 300 000 = 23% 22 700 000 = 77%
Prime 5 250 1200 = 23% 4 050 = 77%
Sinistre 2 000 000 457 200 = 23% 1 542 800 = 77%

En effet, la rétention maximale du réassureur étant de 2 700 000, la rétention de
I’assureur direct est 300 000, auquels s’ajoutent 500 000 correspondant a la part

supérieure non réassuree.
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Reassureur en excedent de plein
(3 pleins = 3x500)

somme assuree

FIGURE 17 — Traités proportionnels, avec un excédent de plein.
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Exemple Considérons un portefeuille constitué de 4 polices, couvrant contre le
risque incendie, ou le plein de souscription est de 10 milllions d’$ (le capital

assuré est donc inférieur ou égal a 10 millions), avec un plein de conservation (ou

une rétention) de 2 millions d’$ (c’est a dire que I’engagement maximal que

’assureur est prét a payer est de 2 millions d’$) : 'assureur va alors chercher a
céder en réassurance proportionnelles toutes les polices dont le capital assuré
dépasse 2 millions d’$. En notant K’ le montant du bien (en millions), le capital
assuré est K = min {K’, 10}, et ¢ le taux de prime, la prime 7 est égale a Kt et le
taux de cession s’écrit alors 7 = max {0, K — 2} /K. Le montant de primes cédées




ARTHUR CHARPENTIER - ACT2040 - AcTUARIAT IARD - AUTOMNE 2013

est alors, par police, 77 :

Police

Capital assuré

Taux prime

Prime

Taux cession Primes cédéed

(1)
(2)
(3)
(4)

5 000 000
10 000 000
1 500 000
4 000 000

min { K’, 10}

1.0%
0.8
2.0
2.0

5 000
8 000
3 000
8 000

t w= Kt

60%
80%
0%

50%
max {0, K — 2}

K
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Supposons maintenant que les polices (2) et (4) soient touchées par des sinistres,

Police

Sinistre

Assureur

Réassureur

(2)

(2)
(2)
(2)
(4)
(4)
(4)
(4)

10 000 000
3 000 000
40 000

X

4 000 000
3 000 000
40 000

X

2 000 000
600 000
8 000

X x 0.2
2 000 000
1 500 000
20 000

X x 0.5

20 %
20 %
20 %

50 %
50 %
50 %

8 000 000
2 400 000
32 000

X x 0.8
2 000 000
1 500 000
20 000

X x 0.5

80 %
80 %
80 %

50 %
50 %
50 %

Aussi, quelle que soit le montant du sinistre, le réassureur paie a 1’assureur une

part du sinistre correspondant au prorata de prime qu’il a touché sur la police.

Ce portefeuille constitué de 4 polices rapporte un total de prime de 24 000 $, et
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13 400 sont cédées a un réassureur. Le ratio P/E vaut

au brut de réassurance P/E=primes / engagement = 24 000 / 10 000 000 = 0.0024
au net de réassurance P/E=primes nette / rétention = (24 000 — 13 400) / 2 000 000 = 0.0053
pour le réassureur P/E=primes cédées / capacité = 13 400 / (10 000 000 — 2 000 000) = 0.0017

Il est a noter que ces ratios sont parfois exprimés de fagon duale : E/P = 417,

c’est a dire qu’il faut 417 années de primes a la compagnie (avec un portefeuille

inchangé) pour payer un sinistre total sans le recours a la réassurance. De facon

analogue E/P =189 ”ans” c’est a dire que, grace a la réassurance, ’assureur a

amélioré ’équilibre de son portefeuille.
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A quoi sert la réassurance proportionelle ?

Les traités en quote-part permettent une gestion simple. Ils sont générallement

utilisés

— par les nouvelles sociétés,qui ont des niveaux de fonds propres relativement
limités et une appréciation difficile des résultats techniques des premieres
années : elles ont alors besoin de ’appui de leur réassureur, qui pourra
notamment connaitre des pertes techniques au cours des premieres années et
qui seront compensées par la suite.
pour augmenter la marge de solvabilité

— comme composante d’un programme de réassurance

Néanmoins dans un marché relativement concentré, le recours au traité en

quote-part a tendance a diminuer : le role de partenaire financier que joue le

réassureur de quote-part intéresse de moins en moins des groupes d’assurance

puissants financierement.
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Via les commissions de réassurance et les clauses de participation au bénéfice, des
équilibres peuvent étre effectués. L’idée d’un traité de réassurance proportionnel

est un partage équitable entre le réassureur et la cédante.

Les commissions de réassurance correspondent a des versements du réassureur a

la cédante pour la gestion des sinsitres. La participation aux bénéfices (ou la

participation aux pertes) peut prendre la forme de commission variable, versée a
la cédante (pouvant dépendre du risque et des pays). Les frais de gestion peuvent

étre importants car tous les sinistres sont couverts.
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La commission de réassurance

Dans les deux formes de réassurance proportionnelle, P, ou FP;, dénote la prime
pure + chargement de sécurité + les chargements pour les commissions et des
frais généraux. Les primes cédées sont trop élevées parce que le réassureur a

moins de colits que 1’assureur cédant.

Cette commission de réassurance peut étre fixée en fonction de son estimation
anticipée de rapport sinistres a primes (S/P) ou peut étre variable ou a échelle

telle que le taux augmente si le rapport sinistres sur primes du traité diminue.

Les taux de commission sont, par exemple, fonction de la branche d’assurance
(incendie risques des particuliers 30%, incendie risques industriels 25%,
automobile 25%, transport 20%),au type de traité (QP sur rétention 35%, El
27.5%, E2 25%, E3 22.5%, Facultatives 20%), le pays de I’assureur, les résultats

du traité (en effet, il est possible que la commission de réassurance est fixé telle

que le résultat du réassureur est égal a celui de l'assureur (partage du sort).

Pourtant, il est aussi possible qu’en don-nant une commaission, le réassureur
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accepte une perte pour stimuler la fidélisation de 'assureur. La continuité est
important si le réassureur a confiance en l'assureur. Il est ainsi ausst possible que
le réassureur accepte un profit plus faible que l’assureur parce que ['assureur
semble sélectionner mieux ses risques pour des tarifs équivalents a ceux de la

concurrence et n’a pas eu de gros sinistres)

Le marché de la réassurance est un marché ou la confiance et la négotation sont

tres importantes.

(Commission fixe) Considérons le cas d’un traité en quote part a 40%..
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(7) supposons que le risque réassuré ait un ratio S/P anticipé de 65%

Brut Net Réassurance

Primes 100 60 40

Sinistres —65 —39 —26
Frais —30 =30

Commission 12 —12
Résultat 5 3 2
5% 5% 5%

Dans ce cas, la commission de réassurance est fixé a un niveau tel qu’il couvre sa
quote part de frais : le résultat est alors identique (en pourcentage) a celui de
lassureur (5% sur cet exemple).
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(71) supposons que le risque réassuré ait un ratio S/P anticipé de 90%

Brut Net Réassurance

Primes 100 60 40
Sinistres —90 —54
Frais —30 —30

Commission 8

Résultat —20 —16
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(747) supposons que le risque réassuré ait un ratio S/P anticipé de 35%

Brut

Net Réassurance

Primes
Sinistres
Frais
Commission

Résultat

100
—35
—30

35
35%

60 40
—21 —14
—30 _

20 —20

29 6
15% 48.3%

Dans ce cas, la commission de réassurance est fixé a 50% des primes cédées. Le

réassureur accepte alors un profit beaucoup plus faible que celui de ’assureur

(mais néanmoins plus élevé que dans le cas (7)).

(Commission varaible ou a échelle) Comme nous 'avions vu, le taux de la

commission augmente alors quand le S/P du traité diminue. Pour information, ce
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taux dépend de la branche assurée

risque indendies particuliers :
risque indendies industriels :

automobile :

transport :
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La participation aux bénéfices

Lorsque les résultats sont favorables pour le réassureur, le réassureur peut étre
amené a restituer une partie de son profit par une participation aux bénéfices. Le
taux de participation aux bénéfices est fixé assez arbitraire-ment. On peut rendre
compte des pertes dans des ans précédents. On parle d’un report de pertes
illimité si le réassureur ne recommence a verser une par-ticipation aux bénéfices
que lorsque la perte est résorbée et d’'un report de pertes limité quand on prend
en compte une perte pendant une période (en générale de 3 ans) suivant 'année

de la perte et on efface toute perte non résorbée apres cette période.

Si ’on note t le taux de participation aux bénéfices, PC' les primes cédées, C'R la
comission de réassurance, S la charge sinistre pour le réassureur, et 7 le taux de

frais généraux du réassureur, alors la participation aux bénéfices est
PB =max{[P—-S—-CR—tP] x 1,0}

Le résultat du réassureur, net de participation aux bénéfices, s’écrit
P—-S—-CR-PB.
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Exemple Considérons une prime cédée de 200, une commission de réassurance
de 30%, un taux de frais généraux du réassureur de 5% et un taux de

participation au bénéfice de 20%.

(7) supposons que le réassureur ait a payer un sinistre de 112, alors le résultat est
P—-—S5—-CR—1tP, soit 200 — 112 — 60 — 10 = 18, ce qui donne une participation
aux bénéfices de 3.6 (18 x 20%). Le résultat net de participation aux bénéfices

pour le réassureur vaut alors 200 — 112 — 60 — 3.6 = 24.4

(i7) dan sle cas ou le réassureur doit payer un sinistre de 180, alors le résultat est

200 — 180 — 60 — 10 = —50 (perte), ce qui donne une participation aux bénéfices

de 0. Le résultat net de participation aux bénéfices pour le réassureur vaut alors
200 — 180 — 60 = —40

(747) dan sle cas ou le réassureur doit payer un sinistre de 134, alors le résultat est
200 — 134 — 60 — 10 = —4 (perte), ce qui donne une participation aux bénéfices de
0. Le résultat net de participation aux bénéfices pour le réassureur vaut alors

200 — 134 — 60 = 6 : ce traité dégage un profit pour le réassureur, mais insuffisant
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pour couvrir les frais généraux (200 x 5% = 10).

Exemple Si I'on se place sur plusieurs annés, avec un taux de participation au

bénéfice de 40%.et un taux de frais généraux de 5%

Année | Primes cédées Résultat Résultat+FG PB Résultat cumulé

1 100.0 —60.0 —65.0 —65.0
100.0 20.0 15.0 6.0 —50.0
100.0 10.0 5.0 2.0 —45.0
100.0 5.0 —45.0
100.0 7.5 25 1.0 —42.5
100.0 7.5 25 1.0 —40.0
600.0 —10.0 10.0

Pour le réassureur, au bout de 6 ans, il y a une perte de 10, a laquelle vient
s’ajouter un paiement de 10 au titre de la participation aux bénéficies. Une

alternative pour éviter ce genre de situation est d’introduit un report de pertes
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illimité : quand la perte est importante, le réassureur ne recommence a verser une

participation aux bénéfices que lorsque la perte est résorbée. En pratique, le

report de pertes est généralement limité (le plus souvent a une période de 3 ans).
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Les traités non-proportionels

Les traités non-porportionnels sont définis par une priorité (correspondant a une
franchise), et une portée. Le réassureur prend alors a sa charge tout ou partie du
sinistre qui excede la priorité et dans la limite de la portée (correspondant a la
différence entre le plafond et la franchise).

L’excédent de sinistre, excess-of-loss, XL ou XS

Le contrat peut étre par risque ou par évenement. Dans le premier cas, le
réassureur s’engage a payer a chaque fois qu’'un sinistre supérieur a une franchise
survient, pour une police donnée. Dans le second cas, il intervient a chaque

survenance d’évenement (climatique) éventuellement sur plusieurs polices.

Risque total Risque conservé Risque cédé
Primes| P =5 " P, (1-Q)P QP
Sinistres S = Z?:l Sz Z?:l gz Z?:l (Sz — §Z>
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ou le coefficient () est fixé par le contrat.
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[/ Assureur
I Reassureur

SINISTRE

FIGURE 18 — Traités non-proportionnels..
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Exemple Considérons un traité (exprimé en millions d’$) 5X 53 avec M = 15.

5XS3 Montant FGU XL Charge cumulée XL M=15 XL cumulé
4 1 1 1

6
7
4

4 4
8 8
9 9

11
7
6
5!

18 15
21 —
23 —

o J O Ot = W N
D W s Ot =R W

ou le montant FGU est "from ground up”, c’est a dire "au premier dollar”, et

oulM est la limite d’intervention pour le réassureur.

Exemple Pour un capital assuré de maximal de 100 millions d’$, il est possible
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d’avoir le programme de réassurance suivant

( leére tranche X L1 :15XS510
2eme tranche X L2 :25X.525
3eme tranche X L3 :50X550

\

ou les montants sont exprimés en millions d’$. Considérons les 4 cas suivants :

Montant Assureur X1 X L2

3 000 000 3 000 000 — —
17 000 000 | 10 000 OO0 7 000 000 —
42 000 000 | 10 000 000 15000 000 17 000 000 —
65 000 000 | 10 000 000 15 000 000 25 000 000 15 000 000

Le réassureur de la tranche ¢ n’est appelé a contribution que lorsque la portée de

la tranche 7 — 1 est atteinte.
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De la notion de reconstitution

En pratique, les termes de ’'excédent de sinistre prévoient une garantie an-nuelle
maximum Max offerte par le réassureur. La prime de réassurance versée par
I’assureur au réassureur ne constitue qu’une prime de base des-tinée a couvrir la
premiere portée. Au fur et a mesure de la survenance des sinistres, I’assureur est
obligé de payer une surprime correspondant a un re-nouvellement de la portion
de portée absorbée par le sinistre précédent et cela dans la limite de la garantie

annuelle.

Cette surprime s’appelle prime de reconstitution tandis que la garantie

annuelle offerte par le réassureur dans un souci de simplification est exprimée en

nombre de reconstitutions.

De la méme maniere que dans le cas de la réassurance proportionnelle les
engagements de l'assureur sont couverts par le réassureur dans le cadre d’un
programme de réassurance non proportionnelle composé de plusieurs excédents

de sinistre s’empilant les uns sur les autres. On parle de tranches du programme




ARTHUR CHARPENTIER - ACT2040 - AcTUARIAT IARD - AUTOMNE 2013

(layers).
De l'intéréet des traités non-proportionnels XS : le risque automobile

La branche RC auto est obligatoire dans tous les pays européens. Le déroulement

peut étre relativement long, en particulier & cause des graves (avec des taux
d’TPP supérieurs a 50%).

Exemple En 2002 les 114 sinistres graves avaient colité en moyenne 1 768 336 $.
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L’excédent de perte par risque aggrégé (aggregate loss)

Ce type de traité est utilisé par les assureurs souhaitant se couvrir contre de

mauvais résultats. On ne couvre alors plus les sinistres, mais le résultat.

Risque total Risque conservé Risque cédé
Primes| P=> . P, (1-Q)P QP
Sinistres | S =Y. ,5; S S-S

gzmin{S,T}—l-((S—T)jL—U)+ et S—gzmin{(S—T)Jr,U}

En pratique, les limites associées a ces traités sont exprimés sous la forme d’un

montant et/ou d’un pourcentage des primes.
Exemple franchise = maximum de 90% de la prime et 9 millions,

Exemple portée = minimum de 50% de la prime et 7 millions.
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Quelques clauses particulieres

Les clauses de reconstitutions de garanties

Exemple Dans un XS par évenement, le réassureur peut accorder 2
reconstitutions de garantie, i.e. il s’engage a payer au maximum 3 fois la portée

dans la période de référence du traité.

On considere r reconstitutions, a ;% sur un XS : le réassureur s’engage a
renouveler la portée initiale r fois, a condition que 'assureur lui paie a chaque

fois un montant r;% de la prime initiale comme prime de reconstitution.

La prime additionnelle est un taux appliqué a la prime de base, fonction du
montant a reconstituer (prorata capita) ou du temps restant a courir (prorata

temporis).

Exemple Soit S le montant total, 7 la prime pure de base, et p la portée. La
surprime 7; associée a la iéme reconstitution s’écrit
s

T = HE(S — (i —=1)p)-I((¢ = )p < S <ip) +p-1I(S > ip),
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et la prime totale est alors m + m; + ... + m,.. En revanche, le cofit total s’écrit

S-I(S<(r+1)p)+ (r+1)p-I((S> (r+1)p),

ce qui correspond a la charge d’un traité ((r 4+ 1))pX.S0

Exemple Dans le cas prorata temporis, on introduit une pondération t;

correspondant a la durée relative restant a courir avant la fin du contrat.
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Les clauses de participations aux bénéfices

Cette clause propose simplement d’offir une ristourne a la cédante (correspondant
a une partie du bénéfice du réassureur) si le solde de réassurance est positif. Le
solde correspond ici au montant des primes auxquel on retranche les sinistres et

les frais engagés.
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Les clauses de no-claim bonus

Cette clause garantit a ’assureur une baisse de sa prime si en fin d’année aucun

sinistre n’a touché la tranche. Il s’agit ainsi d’une systeme bonus-malus.
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Les traités ECOMOR
ECOMOR sur k sinistres

Les traités ECOMOR (excédent de colit moyen relatif) sont de type excédent de
sinistre, mais dont le seuil n’est pas constant : il correspond au cotit du keme

sinistre. La réassureur paiera alors

k—1

N
R = Z (XN—iv1:N — XN—kt1:N)y = ZXN—H—LN —(k—=1) XN_ky1:N-
i=1 i=1

Cas particuliers, la COSIMA

La COSIMA (couverture des sinistres majeurs) permet de couvrir les k plus

grands sinistres d’un exercice au premier dollar, sans priorité.
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[C—1 Assureur
I Reassureur

SINISTRE

FIGURE 19 — Traités ECOMOR.
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XS par téte
ex : 500 XS 250
avantage : améliore les résultats et réduit la probabilité de rui,e
inconvénient : ne couvre pas contre le risque de fréquence

peut intégrer le risque de fréquence : 2% XS 8% (nombre de sinistre/nombre

d’assurés)

indemnité = dépassement de fréquence X coilt moyen
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XS par évenement

ex : XC Cat 115 XS 5 et 5 tétes

On s’intéresse ici a la sinistralité globale d’un portefeuille sur une année (année

de souscription ou année calendaire).

Les montants sont souvent exprimés en pourcentage de 1’assiette de prime.

Synthaxe : 30% XS 120% de l'assiette de prime soit une priorité correspondant a
120% des primes, et un plafond & 150%.

Les clauses usuelles en réassurance non-proportionelle
On considere un traité non-proportionel “portée XS priorité”.
— Clause de franchise annuelle, AAD, Annual Aggregate Deductible

Tous les sinistres a la charge du réassureur sont sommeés, et le réassureur ne

rembourse que la partie excédant AAD.

— Clause de plafond annuel, AAL, Annual Aggregate Limit
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De méme, tous les sinistres a la charge du réassureur sont sommés, et le

réassureur ne rembourse que jusqu’au plafond AAL.

— Reconstitution, Reinstatement

La garantie offerte est reconstituée apres un sinistre, mais le nombre de
reconstitutions peut étre limité, sinon une prime supplémentaire peut étre

demandée.
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La tarification en réassurance

Le principe de base est le calcul de la prime pure, correspondant a 1’espérance

mathématique des paiements.

Example Pour un traité stop-loss, de portée infinie, le montant de I’'indemnité

versée par le réassureur est (X — d),, et la prime pure est donc
B[(X —d),] = B[(X — d)4|X <d]-P[X < D]+ E[(X — d)+|X > d] - P[X > d],
ce qui se simplifie simplement en
E[(X —d);]| =E[X —d|X >d]-P[X > d].
La quantité E[X — d|X > d] correspond a la fonction de moyenne en exces, notée

e(d),
1

/:O PIX > t]dt.
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La prime pure est donc simplement

oo 0. @)

P[X>t]dt=/ Fx(t)dt.
d

EI(X - )] = |

d

Remarque De facon plus générale, on peut considérer un principe de prime de

type Wang, avec une distorsion, i.e.

.= / " g(F(t))dt,

ou g est une fonction de distorsion (croissante concave [0,1] — [0, 1]). Dans le cas
de I'indemnité stop-loss, F( x—dy, () = Fx(t+d), et donc plus généralement,
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La méthode du burning-cost

On considere ici la version empirique, non-paramétrique, des différentes
grandeurs.
Calcul de la prime d’un traité XS

Considérons un contrat P XS D, et X, ; le montant du ¢eme sinistre survenu
'année j, N; le nombre de sinistres de 'année j, et m; ’assiette de prime de
’année j (i.e. le montant de prime de la branche, percue par la cédante). On

dispose de n années disponibles.
Le montant a la charge du traité XS pour 'année j est
N;
C; = Z min { P, max{X; ; — D,0}}.
i=1
Le burning cost pur moyen est défini par
&

T

1’)’L
BC = =) BCj ou BC; =
C'=—) BCjon BC,

1=1
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On définit la prime pure correspondante en considérant
T — Tlestimée BC.

Interprétation de la méthode du burning cost
— une simple moyenne de S/P

Toutefois, ces S/P sont sans réel signification pratique, les sinistres étant du
point de vue du réassureur, les primes du point de vue de la cédante.

— une moyenne de ratio?

Faire des moyennes de ratio peut paraitre surprenant et peu robuste. On notera

qu’il pourrait étre plus intuitif de considérer

i 4Gt 1Oy
T + T + ... +7Tp .

BC'

Rate-on-Line et Payback
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En pratique, on s’intéresse plutot a la notion de ROL - rate on line,

ROL(pur) — prime (pure)

portée

et on introduit aussi la notion de payback,

1

back = ——.
PP~ ROL

Il est parfois interprété comme le “nombre d’années qu’il faudrait sans sinistre

afin de pouvoir payer un sinistre a plein .

Remarque Cette notion n’est toutefois pas a confondre avec la période de
retour, qui dépend de la distribution, et non pas de la prime : si les X, sont des
données par blocs (e.g. par années), le montant d’un sinistre d’une période de
retour de t-blocs (t-années) est

Px(t)=Fy'(1—t 1) =VaR(X,1 —t1).

L’approche paramétrique et la loi de Pareto
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Rappelons que les sinistres suivent ici une loi de Pareto, i.e. la densité s’écrit
f@)=a-0% 27> x>0,

et la fonction de répartition

F(:E):]P’(ng)zl—(

(0 est parfois noté OP la point d’observation (observation point)).

Remarque L’estimateur du maximum de vraisemblance de « vérifie
I X,
=2l )
a n-“ 0
1=1
si € est connu (sinon, on considere = min{ X1, ..., X, }).

On décompose alors le calcul de la prime pure de facon usuelle

espérance = fréquence X colit moyen
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Cotit a charge de la tranche, expected excess loss

Pour les sinistres dont le montant est compris entre DFE (la franchise) et EP (le
maximum), le montant de la perte en exces s’écrit min{CO, max{X — DF,0}},
et donc

FEL = / (x — DE) f(x)dx + / COf(x)dx =

DE EP l -«

(RL'™@™ —1)sia#1

(et EL = DFE -log(RL) si « = 1), ou pour rappel, EL = (CO + DFE)/CO désigne
la taille relative de la tranche.

La fréquence

On notera également que la fréquence associée a un niveau = > 6 est

P = Fao) - (2)

X

La prime pure
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Enfin, la prime est alors donnée par
0 )a DE

0 l—a .
DE (RL 1) si a # 1.

7= FQ(DE) - EL = FQ( )-(

1l — «

Le rate-on-line est alors donnée, pour o # 1,

T FQ6) 6> (RL* — 1)

[, = —
ROL=56 = DEo (RL=-1) (1= a)

Peut-on toujours utiliser la loi de Pareto?

Cette approche a été proposée, étudiée et implémantée depuis longtemps (SWISS
RE (2001), HUYGHUES-BEAUFOND (1991)).

Cette loi peut effectivement étre souvent utile, elle est simple d’utilisation, et

facile a ajuster (un seul parametre si on suppose connu 6).

Toutefois, cette loi permet certes d’obtenir un bon ajustement dans les queues,

mais pas globalement...
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La tarification par exposition

Il s’agit ici de calculer la prime pour des traités non-proportionels.

Soit M la somme assurée. On notera x; = X;/M les montants de sinistres (i.i.d.)
et d = D/M ou D désigne la priorité du traité en excédent de sinistre. La prime

pure, du point de vue de I'assureur est
E[min{X, D}|E|[N]| = ME min{x,d}| E[N]
et la prime pure dite de base sera

E[X]E[N] = ME [min {z,1}] E[N].

La courbe d’exposition G est le rapport entre la prime de 'assureur et la prime
de base, G : [0,1] — [0, 1]

E [min {x, d}]

Gld) =g ‘min {x, 1}]

pour d € [0,1].
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La courbe d’exposition

La courbe d’exposition est définie simplement par

GM%:EME$2JH:HMEWA(1—F@WM

On notera que cette fonction G vérifie G(0) = 0, G(1) = 1, qu’elle est croissante

et concave. En effet,

0G(d) _ 1- F(d)

B @ ="

2 _
PO _ —f@) _
Od? fld) =
La concavité reflete la part des grands risques : plus la courbe est proche de la
diagonale, plus la part des grands risques dans la charge totale tend a étre

négligeable.
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Example Pour une loi de Pareto P (0, ),

C1-02"H0+a) e
1 —02 (04 1)t

G(d)

Example BERNEGGER (1997) a suggéré une modélisation de G a 'aide de la

fonction suivante a deux parametres,

_ log(a+b*) —log(a+1)
Gap (2) = log(a+b)—log(a+1)

correspond au modele dit MBBEFD
(Maxwell-Boltzman-Bose-Einstein-Fermi-Dirac), issu de la littérature de physique

statistique. La distribution X sous-jacente est alors

1 — (a,—|-1)bt

s pour 0 <t <1

pour t =1

Lien avec la courbe de Lorenz




ARTHUR CHARPENTIER - ACT2040 - AcTUARIAT IARD - AUTOMNE 2013

On suppose toujours que les cotits des sinistres sont d’espérance finie, et on
définit sur [0, 1] la fonction de concentration définie par

VaR(X,p) 1 D
rdF (x) = —/ VaR (X, u)du.
/o E(X) Jo

En notant que F'(x) est simplement la proportion des sinsitres dont le cotit est
inférieur a x, on peut interpréter L (p) comme la contribution dans la charge des
sinistres de p plus petits. On en déduit en particulier que L est croissante et
convexe sur |0, 1[. Cette fonction est également appelée courbe de Lorenz : elle est

particulierement utilisée en économie comme mesure de concentration.

Example Pour les lois usuelles, la courbe de Lorenz possede parfois une

expression simple. En particulier, pour la loi exponentielle Exp(\),

L(p)=(1-p)log(l—p)+p (qui ne dépend pas de A), et 1 — (1 —p)l_l/a pour

la loi de Pareto Par(a,8). Enfin, pour la loi log-normale LN (or)(u, o),
= (! (p) —o0).
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Etude des traités ECOMOR, et LCR

Un traité ECOMOR (sur k sinistres) est un traité XS, ou la priorité est le
montant du keme plus gros sinistre. Sur une période [0, t], le réassureur doit donc

payer
k

Ry (k) = ZXNt—i—l-lth — k- XN,—k:N,, k€N E2>0.
i=1

Pour un traité LCR (sur k sinistres), le réassureur pait les k plus gros sinistres,

k
Rfc(k’) = ZXNt—i-Hthv ke N t>0.
1 =1

Plus généralement KREMER (1990) a étudié des traités ou le montant restant a la

charge de la cédante s’écrit
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ou h(-) est une fonction quelconque.

Exemple Le cas h(x) = = a été considéré par KREMER (1988) sous le nom
“generalized largest claims reinsurance treaties”. Si w;,, =1(: <n —k), on

retrouve les “largest claims reinsurance treaties” (LCR)

Exemple Le cas h(x) = min{z, k} et w;,, = 1 correspond aux traités
excess-of-loss.
Cas des sinistres Pareto

AMMETER (1964) et KREMER (1983) ont montré que si les cofits sont
indépendants, si (/V;) est un processus de Poisson, et si les cotits individuels
suivent une loi de Pareto, i.e. P(X <z) =1 — 2%, alors

1/04—1F<k +1-— 1/0[)

E(REC (k) ~ E(N) SR

E /a1 L'(k—1/a)
B(RE(K) ~ E(N)Y* S5,
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de la réassurance proportionnelle...

Pour rappel, dans le cadre d’un traité proportionnel, une portion «;

(prédéterminée) est cédée au réassureur. Dans le cas d’un traité quota-share, quel
que soit le risque, a; = a.

“Le priz de la réassurance proportionnelle se matérialise par la commaission de
réassurance. A l'origine, celle-ci était concue pour dédommager ['assureur direct
de ses charges d’exploitation - qui sont plus élevées que celles du réassureur. Ces
charges comprennent les commissions versées aux agents, les charges
administratives et les frais de reglement des sinistres, a [’exclusion des frais
d’expertise et de justice” (SWISS RE (2003)).

... pour réduire la probabilité de ruine

Dans un modele simpliste de solvabilité, on considere un risque X et on suppose

que 'assureur calcule la prime technique en ajoutant un chargement de sécurité,

100
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i.e. m= (14 A)E(X). La probabilité de ruine s’écrit

B (eine) — B(X = R4 T :P(X;(E(()X) N R+E(}I)E(X)>’

(i) (X ;(IE(()X) > T) :

ou 1', le coefficient de sécurité s’écrit alors

 R+I-E(X) R+AE(X)
B o (X) o (X)

T

Remarque En faisant des hypotheses sur la loi de X (e.g. loi normale) ce petit
modele permet de montrer que 1" est directement lié a la probabilité de ruine,
puisque

p=1—9(T).

101
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Si on integre de la réassurance proportionnelle, alors le coefficient de sécurité

s’écrit

 RAadl -E(aX) R+aoE(X)
B o (aX) - ac(X)

T

A niveau de réserves (ou de fonds propres) donné, la réassurance proportionnelle

augmente le coefficient de sécurité et donc diminue la probabilité de ruine.
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Du niveau optimal de rétention

DE FINETTI, B. (1940). Il problema dei pieni. Giornale dell’Istituto Italiano degli
Attuart 11, 1-88.

Considérons n risques indépendants, Si, ..., .5, (de primes respectives 7y, ..., 7,),
et aq, ..., les taux de cessions dans des traités proportionnels. On suppose
enfin que qu’un chargement &; est fait sur la prime pure. En particulier, la prime

cédée au réassureur est alors

DE FINETTI (1940) proposait de choisir les taux de cession «; qui minimisaient la
variance du résultat de ’assureur, a niveau d’espérance donnée. On notera Z(«)

le résultat, i.e.

103



ARTHUR CHARPENTIER - ACT2040 - AcTUARIAT IARD - AUTOMNE 2013

Le programme de calcul du taux de cession est alors la solution du programme

min{Var|Z(a)]} sous les contraintes E|Z(a)] = k, avec a; € [0, 1].

DE FINETTI (1940) a montré que la valeur optimale était alors

oz,i—mm{l,max{o,l— VarlS,] }},

ou ¢ est la constante de normalisation, afin d’obtenir E[Z(a)] = k.
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Tarification d’un contrat Stop-Loss

Du point de vue d’un assureur, un contrat en excess of loss, de priorité R et de

porté L consiste a indemniser, en cas de survenance d’un cotit X,

2

(0)gsi X <R
Z=494 (X—R)) siR<X<R+1L
Lsi R+L <X,

\

ou X correspond a la charge sinistre d’un contrat, i.e. X =Y; + ...+ Yy, N
désignant le nombre de sinistres pendant la période de couverture.

Si F' désigne la fonction de répartition de X, alors la prime d’un tel contrat s’écrit

R+ L
(R, L) = / (z — R)dF(z) + L / sod F(z)

R R+L
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Quelques considérations sur la pratique de la réassurance

Short-tail ou long-tail

Dans un certain nombre de cas, le colit réel des sinistres n’est que mal connu, car

des expertises sont nécessaires, ou des jugements.

Besoin de considérer des triangles de liquidation (cf cours assurance dommage).

Quelles données utiliser 7
Plusieurs difficultés se posent, en pratique,
— actualisation

il convient de corriger de I'impact de I'inflation, afin de modéliser des sinistres

dans une unité monétaire constante,
— redressement

un portefeuille homogene (dans le temps) est nécessaire, en tenant compte de
’évolution des profils de risques (taille du portefeuille) ou de la nature des
garanties (franchises, limites...).
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— revalorisation

un environnement homogéne est également nécessaire, prenant en compte
’évolution du cotit du risque (indice de la construction) et de I’environnement

juridique (indemnisation des sinistres corporels).

On peut alors considérer un indice correctif pour les primes (pour tenir compte

de I’évolution des tarifs et des garanties), et un pour les sinistres.
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